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Ãëàâà 1

ÝËÅÌÅÍÒÛ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ
ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

1.1 Ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå.

1.1.1 Êðèâàÿ è åå ïàðàìåòðèçàöèè

Îïðåäåëåíèå 1 Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà

r : [a, b]→ R3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêèì, òî åñòü âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè x(t), y(t), z(t) èìåþò íåïðå-
ðûâíûå ïðîèçâîäíûå. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî r′(t) 6= 0 ∀t ∈
(a, b).

Ìíîæåñòâî
Γ := {r(t), t ∈ [a, b]},

ÿâëÿþùååñÿ îáðàçîì îòðåçêà [a, b] ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ r, áóäåì
íàçûâàòü ãëàäêîé êðèâîé, à ñàìî îòîáðàæåíèå r � ïàðàìåòðèçàöèåé
êðèâîé Γ.

Ï ð è ì å ð

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà

r(t) := (cos t; sin t; 0), t ∈ [0, 2π].

Ïðè èçìåíåíèè t îò çíà÷åíèÿ 0 äî çíà÷åíèÿ 2π òî÷êà r(t) îïèñûâàåò åäè-
íè÷íóþ îêðóæíîñòü T, ëåæàùóþ â ïëîñêîñòè z = 0.
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Ðàññìîòðèì äðóãîå îòîáðàæåíèå

r̃(t) := (cos(2t); sin(2t); 0), t ∈ [0, π]

èìååò òàêîé æå îáðàç, ò.å. îíî çàäàåò òó æå ñàìóþ îêðóæíîñòü T. Åñëè
èíòåðïðåòèðîâàòü ïàðàìåòð t êàê âðåìÿ, òî ðàçíèöà ìåæäó ïàðàìåòðèçà-
öèÿìè r è r̃ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ïðîõîäèì îäèí è òîò æå ìàðøðóò ñ
ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè (âî âòîðîì ñëó÷àå â äâà ðàçà áûñòðåå).

Äâå ïàðàìåòðèçàöèè
r : [a, b]→ R3

è
r̃ : [ã, b̃]→ R3

çàäàþò îäíó è òó æå êðèâóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âîç-
ðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ

φ : [a, b]→ [ã, b̃]

òàêàÿ, ÷òî
r(t) = r̃(φ(t)), ∀t ∈ [a, b].

1.1.2 Íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ êðèâîé

Ïóñòü äàíà êðèâàÿ Γ è r(t) � íåêîòîðàÿ åå ïàðàìåòðèçàöèÿ. Êàê èçâåñòíî
èç êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè, äëèíó äóãè êðèâîé, ïðîéäåííîé çà âðåìÿ t,
ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s(t) =

∫ t

a

√
x′2 + y′2 + z′2dt =

∫ t

a

|r′(t)|dt.

Èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî s(t) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíê-
öèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé Γ ñ ïîìîùüþ
ïàðàìåòðà s = s(t).

Îïðåäåëåíèå 2 Íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ � ïàðàìåòðèçàöèÿ êðè-
âîé ñ ïîìîùüþ äëèíû äóãè.

Â ñëó÷àå íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü ïà-
ðàìåòð áóêâîé s. Ýòîò ïàðàìåòð òîæå íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíûì. Ïðîèç-
âîäíûå âåêòîð-ôóíêöèè r ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëàìè ṙ, r̈, à îáîçíà÷åíèÿ r′, r′′ îñòàâèì äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ïðîèçâîëü-
íîìó àðãóìåíòó.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ṙ è r′:

r′ =
dr

ds
· ds
dt

= ṙ · |r′|.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = s ïîëó÷èì

ṙ = ṙ · |ṙ|
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è, ñëåäîâàòåëüíî,
|ṙ| = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óäîáíóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ
íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè: îíà ñîîòâåòñòâóåò îáõîäó êðèâîé ñî
ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ïî ìîäóëþ åäèíèöå.

Ï ð è ì å ð

Ðàññìîòðèì ñ ðàäèóñîì R, çàäàííóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

r = (R · cos(2πt3), R · sin(2πt3)), t ∈ [0, 1).

Ïåðåéäåì ê íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ìîäóëü ïðî-
èçâîäíîé âåêòîðà r:

r′ = (−6Rπt2 · sin(2πt3)), 6Rπt2 · cos(2πt3)),

|r′| = 6Rπt2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

s(t) =

∫ t

0

|r′|du =

∫ t

0

6Rπu2du = 2πt3.

Òàêèì îáðàçîì, íàòóðàëüíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ îêðóæíîñòè èìååò âèä

r(s) = (R · cos s,R · sin s), s ∈ [0, 2π).

1.1.3 Êðèâèçíà. Ðàäèóñ êðèâèçíû

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû âûÿñíèëè, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàòóðàëüíîìó
ïàðàìåòðó èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ
åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà:

τ0 := ṙ.

Òàê êàê |τ0| = 1, òî (τ0)2 = 1. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî
íàòóðàëüíîìó ïàðìåòðó:

2τ0 · dτ
0

ds
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû τ0 è
dτ0

ds
= r̈ îðòîãîíàëüíû.

Îïðåäåëåíèå 3 Äëèíà âåêòîðà
dτ0

ds
íàçûâàåòñÿ êðèâèçíîé êðèâîé â òî÷-

êå è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç K:

K :=

∣∣∣∣dτ0

ds

∣∣∣∣ = |̈r|.

Âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ êðèâèçíå êðèâîé â íåêîòîðîé òî÷êå, íàçûâàåòñÿ ðà-
äèóñîì êðèâèçíû êðèâîé â ýòîé òî÷êå:

R :=
1

K
.
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Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû, çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì
âèäå

Â îïðåäåëåíèè êðèâèçíû êðèâîé â òî÷êå ó÷àñòâóåò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó. Òàêóþ ôîðìóëó íå âñåãäà óäîáíî èñïîëüçîâàòü â
âû÷èñëèòåëüíûõ öåëÿõ. Ïðèâåäåííàÿ íèæå ôîðìóëà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
êðèâèçíó ïðè ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè:

K =
|r′ × r′′|
|r′|3

.

Ïðèìåð

Íàéäåì ðàäèóñ êðèâèçíû âèíòîâîé ëèíèè

r = (a cos t, a sin t, t), t ∈ [0, 2π).

Íàõîäèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå:

r′ = (−a sin t, a cos t, 1),

r′′ = (−a cos t,−a sin t, 0),

âû÷èñëÿåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

r′ × r′′ =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−a sin t a cos t 1
−a cos t −a sin t 0

∣∣∣∣∣∣ = a sin ti− a cos tj + a2k,

|r′| =
√
a2 + 1,

|r′ × r′′| = a
√
a2 + 1,

ïîäñòàâëÿåì â ôîðìóëó äëÿ êðèâèçíû:

K =
a
√
a2 + 1

√
a2 + 1

3 =
a

a2 + 1
,

òàêèì îáðàçîì, ðàäèóñ êðèâèçíû ðàâåí

R =
a2 + 1

a
.

1.1.4 Îñíîâíîé òðåõãðàííèê

Îïðåäåëåíèå 4 Ðàññìîòðèì êðèâóþ, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

r = r(s).

Âåêòîð τ0 = ṙ ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì êàñàòåëüíûì âåêòîðîì. Ðàññìîòðèì
âåêòîð

n0 :=
r̈

|̈r|
=

r̈

K
.
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Ýòî åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé êàñàòåëüíîìó âåêòîðó, íàçûâà-
åòñÿ íîðìàëüþ ê êðèâîé â äàííîé òî÷êå. Áèíîðìàëüþ íàçûâàåòñÿ
âåêòîð b0:

b0 := τ0 × n0.

Îðòîíîðìèðîâàííàÿ òðîéêà âåêòîðîâ τ0, n0, b0 íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì
òðåõãðàííèêîì èëè òðåõãðàííèêîì Ôðåíå.

Îïðåäåëåíèå 5 Âåëè÷èíà
1

T
:= |ḃ0|

íàçûâàåòñÿ êðó÷åíèåì êðèâîé, à âåëè÷èíà T � ðàäèóñîì êðó÷åíèÿ.

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðó÷åíèÿ êðèâîé

1

T
= R2(ṙ, r̈,

...
r ) =

(r′, r′′, r′′′)

|r′ × r′′|2
.

Ôîðìóëû Ôðåíå.

Ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ïðîèçâîäíûå âåêòîðîâ τ0, n0, b0, íàçûâàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè Ôðåíå:

τ̇0 =
1

R
n0;

ḃ0 =
1

T
n0;

ṅ0 = − 1

R
τ0 − 1

T
b0.
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1.2 Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû.

1.2.1 Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà.

Ïóñòü êðèâàÿ γ çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

γ : r = r(t), t ∈ [a, b].

Îïðåäåëåíèå 6 Èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f(M), M ∈ γ, íà-
çûâàåòñÿ âûðàæåíèå∫

γ

f(M)ds :=

∫ b

a

f(r(t)) · |r′(t)|dt.

Âûðàæåíèå ds, ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì äëè-
íû äóãè . Îíî ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà s =∫ t
a
|r′(t)|dt, ñëåäîâàòåëüíî

ds = |r′(t)|dt,

êàê äèôôåðåíöèàë èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.
Èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà íå çàâèñèò íè îò ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé, íè îò

íàïðàâëåíèÿ îáõîäà êðèâîé γ.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ f(M) êàê ëèíåéíóþ ïëîò-
íîñòü ïðîâîëîêè, èìåþùåé ôîðìó êðèâîé γ, òî ìàññà ýòîé ïðîâîëîêè áóäåò
ðàâíà êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó

m =

∫
γ

f(M)ds.

Ìíîãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû (íàïðèìåð, êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè ïðî-
âîëîêè, ìîìåíòû èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè è ïð.) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðè-
âîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.

Ï ð è ì å ð

Ïóñòü γ � ïåðâûé âèòîê ñïèðàëè (ìû èñïîëüçóåì çàäàíèå â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò):

γ : r = (3 cos t, 3 sin t, 4t), t ∈ [0, 2π];

Íàéäåì èíòåðãðàë ôóíêöèè

f(x, y, z) := x+ 3y + z3

âäîëü êðèâîé γ.
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Íàéäåì äèôôåðåíöèàë äëèíû äóãè.

r′(t) = (−3 sin t, 3 cos t, 4);

|r′(t)| =
√

9 sin2 t+ 9 cos2 t+ 16 = 5;

ds = 5dt.

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëåí-
íîãî èíòåãðàëà:∫

γ

f(M)ds =

∫ 2π

0

(
x(t) + 3y(t) + z3(t)

)
· 5dt =

=

∫ 2π

0

(
3 cos(t) + 9 sin(t) + 64t3(t)

)
· 5dt = 80.

1.2.2 Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà.

Ïóñòü êðèâàÿ γ çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå

γ : r = r(t), t ∈ [a, b].

Îïðåäåëåíèå 7 Èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà âåêòîð-ôóíêöèè F(M), M ∈
γ, íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå∫

γ

F(M)dr :=

∫ b

a

F(r(t)) · r′(t)dt.

Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîä èíòåãðàëîì ñòîèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèÿ F çàäàíà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
F(r) = (P (r), Q(r), R(r)), òî∫

γ

F(M)dr :=

∫ b

a

(
P (r(t))x′(t) +Q(r(t))y′(t) +R(r(t))z′(t)

)
dt.

Ñâÿçü êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ñ êðèâîëèíåéíûì èíòå-
ãðàëîì ïåðâîãî ðîäà ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫

γ

F(M)dr =

∫
γ

F · ṙ ds.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ îáõîäà
êðèâîé è ìåíÿåò çíàê ïðè ñìåíå íàïðàâëåíèÿ.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà.

Åñëè âåêòîð F âûðàæàåò ïåðåìåííóþ ñèëó, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòî-
ðîãî ðîäà

∫
γ
F(M)dr ðàâåí ðàáîòå ýòîé ñèëû ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè âäîëü êðèâîé γ.
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Ï ð è ì å ð

Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, γ � ïåðâûé âèòîê ñïèðàëè:

γ : r = (3 cos t, 3 sin t, 4t), t ∈ [0, 2π];

Íàéäåì èíòåðãðàë âåêòîð-ôóíêöèè

F(x, y, z) := (y, z, x)

âäîëü êðèâîé γ.

∫
γ

F(M)dr =

∫ 2π

0

(3 sin t · (3 cos t)′ + 4t · (3 sin t)′ + 3 cos t · (4t)′)dt =

=

∫ 2π

0

(−9 sin2 t+ 12t cos t+ 12 cos t)dt = −9π.

11



1.3 Ïîâåðõíîñòü.

1.3.1 Ñïîñîáû çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè

Ñëåäóþùåå áàçîâîå ïîíÿòèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì ïðè èçó÷åíèè âåê-
òîðíûõ è ñêàëÿðíûõ ïîëåé � ïîíÿòèå ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Îïðåäåëåíèå 8 Ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ íåÿâíî � ìíîæåñòâî òî÷åêM(x, y, z),
êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

F (x, y, z) = 0.

Ï ð è ì å ð û

1) Óðàâíåíèå
x2 + y2 + z2 = 1

çàäàåò ñôåðó ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì 1.
2) Óðàâíåíèå

x2 + y2 + z2 = 0

çàäàåò åäèíñòâåííóþ òî÷êó � íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî áû-

ëî "ïîõîæå" íà ïîâåðõíîñòü â îáû÷íîì ïîíèìàíèè ýòîãî ñëîâà, íà ôóíêöèþ
F (x, y, z) íåîáõîäèìî íàëîæèòü íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

3) Óðàâíåíèå
x2 + y2 = 1

çàäàåò (áåñêîíå÷íûé êðóãîâîé) öèëèíäð ñ îáðàçóþùåé, ïàðàëëåëüíîé îñè
Oz.

Îïðåäåëåíèå 9 Ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè � ìíîæåñòâî
òî÷åêM(x, y, z), êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

x = x(u, v),

y = y(u, v),

z = z(u, v),

èëè, êðàòêî,
r = r(u, v),

ãäå ïåðåìåííûå (u, v) çàäàíû â íåêîòîðîé ïëîñêîé îáëàñòè Ω ⊂ R2.

Ïåðåìåííûå u è v íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè ïîâåðõíîñòè è ñëóæàò äâó-
ìåðíûìè êðèâîëèíåéíûìè êîîðäèíàòàìè (âíóòðåííèìè êîîðäèíàòàìè) íà
ïîâåðõíîñòè: åñëè ìû çíàåì, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé
ïàðàìåòðè÷åñêè, òî äëÿ îïèñàíèÿ åå ïîëîæåíèÿ âî âñåì òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå äîñòàòî÷íî óêàçàòü çíà÷åíèÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ u è v.
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Ï ð è ì å ð û

1) Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñôåðû ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðà-
äèóñîì 1: x(ϕ, θ) = cosϕ sin θ

y(ϕ, θ) = sinϕ sin θ
z(ϕ, θ) = cos θ

Ïàðàìåòðàìè ñëóæàò ïåðåìåííûå ϕ ∈ [0, 2π) è θ ∈ [0, π].
2) Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ öèëèíäðàx(ϕ, z) = cosϕ

y(ϕ, z) = sinϕ
z(ϕ, z) = z

Ïàðàìåòðàìè ñëóæàò ïåðåìåííûå ϕ ∈ [0, 2π) è z ∈ R.
3) Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òîðàx(ϕ,ψ) = (R+ r cosϕ) cosψ

y(ϕ,ψ) = (R+ r cosϕ) sinψ
z(ϕ,ψ) = r sinϕ

ϕ,∈ [0; 2π), ψ ∈ [−π;π)

Îïðåäåëåíèå 10 Çàäàíèå ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèåì

z = f(x, y)

(èëè x = f(y, z), èëè y = f(z, y)) íàçûâàåòñÿ ÿâíûì.

ßâíûé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè ñ îäíîé ñòîðîíû ÿâëÿåòñÿ ñàìûì
ïðîñòûì, ñ äðóãîé � ñàìûì "áåäíûì" â òîì ñìûñëå, ÷òî ýòèì ñïîñîáîì
ìîæíî îïèñàòü íå òàê ìíîãî ïîâåðõíîñòåé. Íàïðèìåð, íè îäíà èç ïîâåðõíî-
ñòåé, ïðèâåäåííûõ â ïðèìåðàõ ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó çàäàíèþ, íå îïèñûâà-
åòñÿ ÿâíûì óðàâíåíèåì (íî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ
íåñêîëüêèõ ÿâíî çàäàííûõ ïîâåðõíîñòåé).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì, â îñíîâíîì, ïîëüçîâàòüñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì
ñïîñîáîì çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 11 Ïîâåðõíîñòü r = r(u, v), (u, v) ∈ Ω ⊂ R2 íàçûâàåòñÿ
ãëàäêîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ôóíêöèè x(u, v), y(u, v), z(u, v) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû;

• îòîáðàæåíèå r(u, v) çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó òî÷êàìè ïîâåðõíîñòè è òî÷êàìè îáëàñòè ïàðàìåòðîâ Ω;

• âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ∂r
∂u è ∂r

∂v íå ðàâíî íóëþ:

∂r

∂u
× ∂r

∂v
6= 0.

13



1.3.2 Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü

Îïðåäåëåíèå 12 Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü Γ, çàôèêñèðóåì íà
íåé òî÷êó M ∈ Γ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ãëàäêèõ êðèâûõ, ëåæàùèõ íà
ïîâåðõíîñòè Γ. Ïðÿìûå, êàñàòåëüíûå ê ýòèì êðèâûì â òî÷êå M , îáðàçó-
þò ïëîñêîñòü. Ýòà ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê
ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå M .

Âåêòîð íîðìàëè ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ íîðìàëüþ ê
ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå M .

Ñëó÷àé ïîâåðõíîñòè çàäàííîé íåÿâíî

Åñëè ïîâåðõíîñòü Γ çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèåì

F (x, y, z) = 0

è òî÷êà M0(x0, y0, z0) ∈ Γ, òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè èìååò âèä:

F ′x(M0)(x− x0) + F ′y(M0)(y − y0) + F ′z(M0)(z − z0) = 0.

Âåêòîð íîðìàëè
n = (F ′x(M0), F ′y(M0), F ′z(M0)).

Ñëó÷àé ïîâåðõíîñòè çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Γ çàäàíà íåÿâíî óðàâíåíèÿìè

r = r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Ðàññìîòðèì âåêòîðà r′u(M0) è r′v(M0). Ýòè âåêòîðà ëåæàò â êàñàòåëüíîé
ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè Γ.

Â êà÷åñòâå âåêòîðà íîðìàëè ìû ìîæåì âçÿòü èõ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

n := r′u(M0)× r′v(M0).

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0

x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣ = 0

Ñëó÷àé ÿâíî çàäàííîé ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì

z = f(x, y).

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè:

z = z0 + f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0),

êîîðäèíàòû âåêòîðà íîðìàëè

n = (f ′x(x0, y0), f ′y(x0, y0),−1).
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1.3.3 Îäíîñòîðîííèå è äâóñòîðîííèå ïîâåðõíîñòè.

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü Γ. Ïðîâåäåì åäèíè÷íóþ íîðìàëü ê ýòîé
ïîâåðõíîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êåM0. Ðàññìîòðèì íà ïîâåðõíîñòè çàìêíó-
òóþ êðèâóþ γ, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîé íàõîäÿòñÿ â òî÷êå M0. Ïåðåìåñòèì
âåêòîð íîðìàëè âäîëü ýòîé êðèâîé òàê, ÷òîáû â êàæäîé òî÷êå îí îñòà-
âàëñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì Γ, è ïåðåìåùåíèå êîíöà âåêòîðà áûëî íåïðåðûâ-
íûì (ýòî âîçìîæíî áëàãîäàðÿ ãëàäêîñòè ïîâåðõíîñòè). Ïîñëå ïåðåìåùåíèÿ
âäîëü âñåé êðèâîé âåêòîð íîðìàëè ìîæåò ñîâïàñòü ñ èñõîäíûì, à ìîæåò
ïîìåíÿòü ñâîå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Îïðåäåëåíèå 13 Ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííåé, åñëè
ïîñëå îáõîäà âäîëü ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé êðèâîé âåêòîð íîðìàëè íå ìå-
íÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ îä-
íîñòîðîííåé. Ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè çàäàåòñÿ âûáîðîì îäíîãî èç äâóõ
âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé âåêòîðà íîðìàëè.

Äâóñòîðîííþþ ïîâåðõíîñòü íàçûâàþò òàêæå îðèåíòèðóåìîé, à îäíîñòî-
ðîííþþ � íåîðèåíòèðóåìîé.

Ï ð è ì å ð û

• Ïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ â ÿâíîì âèäå

z = f(x, y)

ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííåé. Íàïðèìåð, ìîæíî âûáðàòü âåðõíþþ ñòîðîíó
ýòîé ïîâåðõíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå íîðìàëè âçÿòü åäèíè÷íûé âåêòîð

n0 :=
n

|n|
, ãäå n = (−f ′x,−f ′y, 1).

• Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü òðåõìåðíîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ äâóñòîðîííåé (ó íåå
åñòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåìûå âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ ñòî-
ðîíà).

• Ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòè � ëåíòà Ì¼-
áèóñà. Âîçüìèòå ïîëîñêó áóìàãè, ñêëåéòå åå óçêèå ñòîðîíû, ïðåäâà-
ðèòåëüíî ïåðåâåðíóâ îäíó èç ñòîðîí íà 180o. Ïîñòàâüòå ôëîìàñòåð
â ñåðåäèíó ëåíòû (ïî øèðèíå), çàòåì ïðîâåäèòå ëèíèþ ïîñåðåäèíå
âäîëü âñåé ïîëîñêè. Â íåêîòîðûé ìîìåíò ôëîìàñòåð îêàæåòñÿ â òîé
æå òî÷êå, ñ êîòîðîé âû íà÷àëè, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî äâóñòîðîííèå ïîâåðõíîñòè.
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1.3.4 Ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà.

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü Γ, çàäàííóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

r = r(u, v); (u, v) ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 14 Ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò (ñêà-
ëÿðíîé) ôóíêöèè f(M) ïî ïîâåðõíîñòè Γ, çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì
âèäå, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë:∫∫

Γ

f(M)dS :=

∫∫
D

f(M(u, v))

∣∣∣∣ ∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ du dv.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âåêòîð ∂r

∂u ×
∂r
∂v , äëèíà êîòîðîãî ó÷àñòâóåò â

îïðåäåëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà, óæå âñòðå÷àëñÿ íàì
ðàíüøå: èìåííî òàê âûãëÿäåë âåêòîð íîðìàëè â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòè, çàäàí-
íîé ïàðàìåòðè÷åñêè.

Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü òîðà, çàäàííóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:x(ϕ,ψ) = (R+ r cosϕ) cosψ
y(ϕ,ψ) = (R+ r cosϕ) sinψ
z(ϕ,ψ) = r sinϕ

ϕ ∈ [0; 2π), ψ ∈ [−π;π).

Îäíèì èç ïðèìåíåíèé ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ âû-
÷èñëåíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü f ≡ 1.

r′ϕ = (−r sinϕ cosψ,−r sinϕ sinψ, r cosϕ,

r′ψ = (−(R+ r cosϕ) sinψ, (R+ r cosϕ) cosψ, 0),

r′ϕ × r′ψ =

∣∣∣∣∣∣
i j k

−r sinϕ cosψ −r sinϕ sinψ r cosϕ
−(R+ r cosϕ) sinψ (R+ r cosϕ) cosψ 0

∣∣∣∣∣∣ ,
|r′ϕ × r′ψ| = r(R+ r cosϕ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òîðà íóæíî âû÷èñ-
ëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

S = r

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

−π
R+ r cosϕdψ =

= 2πr

∫ 2π

0

dϕR+ r cosϕ =

= 2πr(2πR+ 0) = 4π2rR.
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Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà.

Ïóñòü n0(M) � åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êåM ,
çàäàþùèé îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 15 Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îò âåêòîð-
íîãî ïîëÿ F ïî îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè S (èëè ïîòîê âåêòîðíîãî
ïîëÿ F ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ∫∫

Γ

F(M) dS :=

∫∫
Γ

F(M) · n0(M) dS.

Âåëè÷èíà dS = n0 dS íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ýëåìåíòîì ïîâåðõíîñòè.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü Γ çàäàíà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Òîãäà â êà÷åñòâå
âåêòîðà íîðìàëè â êàæäîé òî÷êå ìîæíî âçÿòü âåêòîð n(M) := ±(r′u(M)×
r′v(M)), ãäå çíàê âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáîðîì íóæíîé ñòîðîíû
ïîâåðõíîñòè (÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ôîðìóëû, ìû áóäåì îïóñêàòü çàâè-

ñèìîñòü îò òî÷êè è ïèñàòü n := ±(r′u × r′v)). Òîãäà n0 :=
n

|n|
. Ïîäñòàâèâ

ýòè âûðàæåíèÿ â îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà, ïî-
ëó÷èì: ∫∫

Γ

F(M) dS :=

∫∫
Γ

F(M) · r′u × r′v
|r′u × r′v|

dS =

=

∫∫
D

F(M(u, v)) · r′u × r′v
|r′u × r′v|

|r′u × r′v|du dv =

∫∫
D

F(M(u, v)) · (r′u × r′v)du dv.

Ïîä çíàêîì ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà ñòîèò ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòî-
ðîâ, òàêèì îáðàçîì, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷àåì∫∫

Γ

F(M) dS =

∫∫
D

∣∣∣∣∣∣
P (M) Q(M) R(M)
x′u(M) y′u(M) z′u(M)
x′v(M) y′v(M) z′v(M)

∣∣∣∣∣∣ du dv.
1.3.5 Äëèíà äóãè íà ïîâåðõíîñòè. Ïåðâàÿ êâàäðàòè÷-

íàÿ ôîðìà

Ïóñòü çàäàíà ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü

Γ : r = R(u, v).

Ðàññìîòðèì ãëàäêóþ êðèâóþ γ, ëåæàùóþ íà ïîâåðõíîñòè Γ. Åå ìîæíî çà-
äàòü â âèäå

γ : r(t) = R(u(t), v(t)).

Íàéäåì êâàäðàò äèôôåðåíöèàëà äëèíû äóãè êðèâîé γ.

ds2 = |r′γ(t)|2dt2 = (r′γ(t))2dt2 =

17



= (R′u · u′t + R′v · v′t)2dt2 =

=
(
R′

2
u · (u′t)2 + 2R′uR

′
v · u′t · v′t + R′

2
v · (v′t)2

)
dt2.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

E(u, v) := (R′u(u, v))2

F (u, v) := R′u(u, v) ·R′v(u, v)
G(u, v) := (R′v(u, v))2.

Òåïåðü êâàäðàò äëèíû äóãè ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ds2 = (Eu′
2
t + 2Fu′tv

′
t +Gv′

2
t )dt

2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2.

Ïîäñòàâèì êîðåíü èç ýòîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó äëèíû êðèâîé:

l =

∫ b

a

√
Eu′2t + 2Fu′tv

′
t +Gv′2tdt.

Îïðåäåëåíèå 16 Ôóíêöèè E,F è G íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ïåð-
âîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè Γ.

Ìàòðèöà (
E F
F G

)
íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì 1 ïîâåðõíîñòè Γ.

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè ôîðìóëà äëÿ äèôôåðåíöèàëà äëèíû äóãè
âûãëÿäèò òàê:

ds2 =
(
dx dy

)( E F
F G

)(
dx
dy

)
.

Êðîìå òîãî, ïðè ïîìîùè ýòîé æå ìàòðèöû ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì. Ïóñòü êðîìå êðèâîé γ :
r(t) = R(u(t), v(t)) íà ïîâåðõíîñòè Γ çàäàíà êðèâàÿ γ̃ : r̃(t) = R(ũ(t), ṽ(t)).
Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ r′t è r̃′t ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîð-
ìóëå

(r′t, r̃
′
t) =

(
u′t v′t

)( E F
F G

)(
ũ′t
ṽ′t

)
.

Êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷åñêîé ôîðìû ÿâëÿþòñÿ "íîñèòåëåì èí-
ôîðìàöèè" î ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè: ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óäîáíî ñíà÷àëà
îäèí ðàç íàéòè êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, à ïîòîì èñ-
ïîëüçîâàòü èõ ïðè âû÷èñëåíèè äëèí êðèâûõ è óãëîâ ìåæäó êðèâûìè, çà-
äàííûìè âî âíóòðåííèõ êîîðäèíàòàõ ïîâåðõíîñòè.

1èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà "òåíçîð" áóäåò îáúÿñíåíî ïîçäíåå.
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1.3.6 Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-

ìà.

Âûðàæåíèå ∣∣∣∣∂R∂u × ∂R

∂v

∣∣∣∣ ,
êîòîðîå ìû èñïîëüçîâàëè âûøå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà
ïåðâîãî ðîäà, óäîáíî âû÷èñëÿòü â òåðìèíàõ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.∣∣∣∣∂R∂u × ∂R

∂v

∣∣∣∣2 = |R′u ×R′v|2 = |R′u|2|R′v|2 sin2 θ,

ãäå θ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè R′u è R′v. Èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ïåðâîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ïîëó÷àåì:

|R′u|2|R′v|2 sin2 θ = |R′u|2|R′v|2(1− cos2 θ) =

= EG− (R′u,R
′
v)

2 = EG− F 2.

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣∣∂R∂u × ∂R

∂v

∣∣∣∣ =
√
EG− F 2

è ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫∫
Γ

f(M)dS :=

∫∫
D

f(M(u, v))
√
EG− F 2du dv,

ãäå êîýôôèöèåíòû ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû E,G è F ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèÿìè îò u è v.
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Ãëàâà 2

ÑÊÀËßÐÍÛÅ È
ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÏÎËß
ÏÎËß

2.1 Ñêàëÿðíîå ïîëå

Îïðåäåëåíèå 17 Ïóñòü Ω ⊂ Rn - íåêîòîðàÿ îáëàñòü1. Ñêàëÿðíûì ïî-
ëåì â Ω íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå u : Ω → R, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå
òî÷êå M ∈ Ω ÷èñëî u(M) ∈ R.

Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå, ñîïî-
ñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå îáëàñòè òåìïåðàòóðó â ýòîé òî÷êå.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî àðãóìåíòîì îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìà òî÷-
êà, à íå åå êîîðäèíàòû. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü çàïèñàòü
îòîáðàæåíèå àíàëèòè÷åñêè (íàïðèìåð, ôîðìóëîé, ñîäåðæàùåé îáû÷íûå
ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè - ñèíóñû, ëîãàðèôìû è ò.ï.), íà ïðàêòèêå êàæäîé
òî÷êå ñîïîñòàâëÿþò íàáîð ÷èñåë � êîîðäèíàò ýòîé òî÷êè.

Ï ð è ì å ð

Ïóñòü T � ìíîæåñòâî òî÷åê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O,
A � òî÷êà ïëîñêîñòè, ëåæàùàÿ âíå êðóãà, òàêàÿ, ÷òî |OA| = 2. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå

f : T→ R,

êîòîðîå êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòèM ∈ T ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ðàññòîÿíèå
îò ýòîé òî÷êè äî òî÷êè A:

f(M) := |AM |.
1 Â îñíîâíîì ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïðîñòðàíñòâàìè, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ íå ïðåâû-

øàåò n = 3.
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Ìû çàäàëè íàøå îòîáðàæåíèå â áåñêîîðäèíàòíîé ôîðìå. Ïîñìîòðèì,
êàê îíî áóäåò âûãëÿäåòü ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå ñèñòåì êîîðäèíàò.

1. Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû íà÷àëî êîîðäèíàò íà-

õîäèëîñü â òî÷êå O, à îñü Ox áûëà ñîíàïðàâëåíèà ñ âåêòîðîì
−→
OA. Îñü

Oy íàïðàâèì ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox òàê, ÷òîáû ñèñòåìà êîîðäèíàò
áûëà ïðàâîé. Òîãäà

f(M) = f(x, y) =
√

(x− 2)2 + y2.

2. Ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r; φ): ïðèìåì çà ïîëÿðíîå íà-

÷àëî êîîðäèíàò òî÷êó A, à ïîëÿðíóþ îñü íàïðàâèì âäîëü âåêòîðà ~AO.
Òîãäà ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ ñîâñåì ïðîñòîé.

f(M) = f(r, φ) = r.

3. Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Ñîïîñòàâèì êàæäîé òî÷êå îêðóæíîñòè

M ∈ T âåëè÷èíó óãëà φ := ÂOM ∈ [0; 2π](â ðàäèàíàõ). Òîãäà

f(M) = f(φ) =
√

(cosφ− 2)2 + sinφ2.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, â ýòîì ïðèìåðå ìû îïèñàëè ïîëîæåíèå òî÷êè íà
îêðóæíîñòè ñ ïîìîùüþ ëèøü îäíîãî ÷èñëà. Ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò
îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òîëüêî òåõ òî÷åê, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò íàøåé
îêðóæíîñòè. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íåâîçìîæíî îïèñàòü ïîëîæå-
íèå, íàïðèìåð, òî÷êè A � ýòîé òî÷êè ïðîñòî íå ñóùåñòâóåò â îäíî-
ìåðíîì ìèðå íàøåé îêðóæíîñòè. Íî äëÿ îïèñàíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè
òàêîãî çàäàíèÿ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî. Â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëà ïî-
ëó÷èëàñü äîâîëüíî ãðîìîçäêîé, íî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, çàäàí-
íîé íà îêðóæíîñòè, ÷àñòî èìåííî òàêîé ñïîñîá îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ
òî÷êè íà îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óäîáíûì.

Çàìå÷àíèå. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ìû èñïîëüçóåì îäíó è òó æå áóêâó ”f” äëÿ

îáîçà÷åíèÿ ÷åòûðåõ ñîâåðøåííî ðàçíûõ îòîáðàæåíèé:

- èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå M ÷èñëî f(M);

- îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ïàðå ÷èñåë (x, y) ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî
√

(x− 2)2 + y2;

- îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ïàðå ÷èñåë (r, φ) ñîïîñòàâëÿåò ÷èñëî r;

- à òàêæå îòîáðàæåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùåãî ÷èñëó φ ∈ [0; 2π] ÷èñëî√
(cosφ− 2)2 + sinφ2.

Åñëè ïîäõîäèòü ê âîïðîñó ôîðìàëüíî, òî ñëåäîâàëî áû ââåñòè äëÿ ýòèõ îòîáðà-

æåíèé ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ, íî ÷àñòî ýòîãî íå äåëàþò, ïîëàãàÿ, ÷òî ðàçóìíûé

÷èòàòåëü ñàì äîãàäàåòñÿ, êàêîå èç îòîáðàæåíèé èìååòñÿ â âèäó â êàæäîì êîí-

êðåòíîì ñëó÷àå (îáû÷íî ýòî íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé, â òåõ æå ñèòóàöèÿõ, êîãäà

ìîæåò âîçíèêíóòü íåäîðàçóìåíèå, ââîäÿò äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ).
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2.1.1 Ìíîæåñòâà óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå 18 Ìíîæåñòâîì óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïîëå ïðèíèìàåò îäíî è òî æå ïîñòîÿííîå çíà-
÷åíèå c.

Ï ð è ì å ð û

1. Ïðèìåðû èç ãåîãðàôèè:
èçîáàòû � ëèíèè íà ãåîãðàôè÷åñêîé êàðòå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷-
êè, â êîòîðûõ ãëóáèíà âîäî¼ìà ðàâíà íåêîòîðîé êîíñòàíòå, ò.å. èçîáà-
òû ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ñîïîñòàâëÿþùåãî
òî÷êå íà êàðòå ÷èñëî, ðàâíîå ãëóáèíå âîäîåìà â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷-
êå çåìíîãî øàðà;
èçîòåðìû - ëèíèè íà êàðòå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè ñ îäèíàêîâîé òåìïå-
ðàòóðîé.

2. Ïðèìåð èç ôèçèêè:
ýêâèïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè � ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé ñêàëÿð-
íûé ïîòåíöèàë ðàâåí íåêîòîðîé êîíñòàíòå.

3. Êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü x0y â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïî-
âåðõíîñòüþ óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y, z) = z, ñîîòâåòñòâóþùåé
óðîâíþ c = 0.

4. Ëèíèè óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y) = e−(x2+y2) - ñåìåéñòâî îêðóæ-
íîñòåé x2 + y2 = C:

a) ëèíèè óðîâíÿ
u(x, y) = const;

á) ëèíèÿìè óðîâíÿ íàçûâàþòñÿ
ëèíèè, êîòîðûå ëåæàò â íèæíåé
ïëîñêîñòè, à íå òå ëèíèè, êîòîðûå

îòìå÷åíû íà ïîâåðõíîñòè z = u(x, y);

Ðèñ. 2.1:

5. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y) = x2 + y2 − z2:
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à) u(x, y) = −1,
äâóïîëîñòíûé
ãèïåðáîëîèä;

á) u(x, y) = 0, êîíóñ;

â) u(x, y) = 1,
îäíîïîëîñòíûé
ãèïåðáîëîèä

Ðèñ. 2.2: Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(x, y) = x2 + y2 − z2.

2.1.2 Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò.

Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíî ñêàëÿðíîå ïîëå u. Çàôèêñèðóåì òî÷êó M0 ∈ Ω è
íåíóëåâîé âåêòîð a. Ðàññìîòðèì òî÷êó M1 ∈ Ω, îòëè÷íóþ îò òî÷êè M0 è

òàêóþ, ÷òî âåêòîðà
−−−−→
M0M1 è a ñîíàïðàâëåíû:

−−−−→
M0M1 � a.

Óñòðåìèì òî÷êó M1 ê òî÷êå M0 ñ ñîõðàíåíèåì ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé

Îïðåäåëåíèå 19 Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
M1→M0,−−−−→
M0M1�a

u(M1)− u(M0)

|M0M1|
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u ïî íàïðàâëåíèþ
a â òî÷êå M0 è îáîçíà÷àåòñÿ

∂u(M0)

∂a
:= lim

M1→M0,−−−−→
M0M1�a

u(M1)− u(M0)

|M0M1|
.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ - ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ
ïîëÿ â òî÷êå M0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà a.

Îïðåäåëåíèå 20 Ãðàäèåíò gradu(M0) ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u(M) â òî÷êå
M0 - âåêòîð, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì íàèáîëü-
øåãî âîçðàñòàíèÿ u(M), à ìîäóëü ðàâåí ìîäóëþ ïðîèçâîäíîé u(M) â ýòîì
íàïðàâëåíèè â òî÷êå M0.

Îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ãðàäèåíòà: ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
u(M) â êàæäîé òî÷êå M0 ∈ Ω ïåðïåíäèêóëÿðåí ìíîæåñòâó (ëèíèè èëè
ïîâåðõíîñòè) óðîâíÿ ýòîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç òî÷êó M0.

Ïðèâåäåì ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ è ãðà-
äèåíòà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêàëÿðíîå
ïîëå u(M) = u(x, y, z) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî â îáëàñòè Ω.
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Ïîâåðõíîñòü z = u(x, y); ∇u(x, y).

Ðèñ. 2.3: Ñêàëÿðíîå ïîëå u(x, y) = x2 − y2 è åãî ãðàäèåíò

1. Ãðàäèåíò â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

gradu(M0) =
∂u(M0)

∂x
i +

∂u(M0)

∂y
j +

∂u(M0)

∂z
k

2. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò:

∂u(M0)

∂a
= (gradu(M0);a0) =

=
∂u(M0)

∂x
cosα+

∂u(M0)

∂y
cosβ +

∂u(M0)

∂z
cos γ,

ãäå a0 - åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì a, åãî êîîðäè-
íàòû ðàâíû êîñèíóñàì óãëîâ, êîòîðûå âåêòîð a ñîñòàâëÿåò ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè îñÿìè êîîðäèíàò (íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû):

a0 =
a

|a|
= (cosα, cosβ, cos γ).

Ãðàäèåíò, êàê è äðóãèå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè íàä ñêàëÿðíûìè è
âåêòîðíûìè ïîëÿìè, ÷àñòî çàïèñûâàþò ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëè÷åñêîãî
âåêòîðà

∇ =
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k,

îí íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð íàáëà èëè îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà.
Òîãäà ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê ôîðìàëüíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ∇ è ñêàëÿðà u:

gradu = ∇u =

(
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k

)
u =

∂u

∂x
i +

∂u

∂y
j +

∂u

∂z
k
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2.2 Âåêòîðíîå ïîëå

Îïðåäåëåíèå 21 Ïóñòü Ω ⊂ Rn � íåêîòîðàÿ îáëàñòü. Âåêòîðíûì ïî-
ëåì â Ω íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå

−→
F : Ω→ Rn, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå

òî÷êå M ∈ Ω âåêòîð
−→
F (M) ∈ Rn.

Ï ð è ì å ð û

• Òèïè÷íûé ïðèìåð âåêòîðíîãî ïîëÿ � ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö âîäû
(íàïðèìåð, â îêåàíå), ò.å. îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷-
êå âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè â ýòîé òî÷êå. Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ óäîáíà ñâîåé íàãëÿäíîñòüþ è ïîìîãàåò ïîíèìàíèþ îñíîâíûõ
êîíñòðóêöèé âåêòîðíîãî àíàëèçà.

• Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ � ïîëå âåêòîðíîå.

2.2.1 Âåêòîðíûå ëèíèè

Îïðåäåëåíèå 22 Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîé ëèíèåé ïîëÿ
−→
F , åñëè

â êàæäîé åå òî÷êå M âåêòîð ïîëÿ
−→
F (M) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ýòîé

êðèâîé â òî÷êå M .

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ r(t) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé ëèíèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ F,
åñëè âåêòîðà r′ è F êîëëèíåàðíû.

Ðèñ. 2.4: Âåêòîðíûå ëèíèè äâóìåðíîãî ïîëÿ F(x, y) = (x− 2y, 5 sinx).
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Ï ð è ì å ð û

• Âåêòîðíûå ëèíèè ïîëÿ∇u� êðèâûå, îðòîãîíàëüíûå ìíîæåñòâàì óðîâ-
íÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ u â êàæäîé òî÷êå.

• Âåêòîðíûå ëèíèè ïîëÿ ñêîðîñòåé òâåðäîãî òåëà, âðàùàþùåãîñÿ âî-
êðóã îñè � îêðóæíîñòè, öåíòðû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà ýòîé îñè.

Âåêòîðíûå ëèíèè â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè âåêòîðíûå ëèíèè ïîëÿ F(x, y, z) = P (x, y, z)i +
Q(x, y, z)j + R(x, y, z)k, íóæíî ðåøèòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

P (x, y, z)
=

dy

Q(x, y, z)
=

dz

R(x, y, z)
.

Ï ð è ì å ð

Íàéäåì âåêòîðíûå ëèíèè ïîëÿ, çàäàííîãî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

F(x, y, z) = xi + 2z2j + zk.

Äëÿ ýòîãî ðåøèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

x
=

dy

2z2
=
dz

z
.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó òàê, ÷òîáû â êàæäîì óðàâíåíèè ó÷àñòâîâàëî ïî äâå
ïåðåìåííûå: 

dx

x
=
dz

z
dy

2z2
=
dz

z

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðåøàÿ èõ, ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ëèíèé:{

x = C1z
y = z2 + C2
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2.2.2 Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 23 Öèðêóëÿöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ F âäîëü êðèâîé Γ :
r = r(t), t ∈ [a, b] íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà:∮

Γ

Fdr =

∫ b

a

F · r′(t)dt.

Öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ óêàçûâàåò íà åãî ñïîñîáíîñòü ñîâåðøàòü
ðàáîòó ïðè ïåðåìåùåíèè ïî çàìêíóòûì òðàåêòîðèÿì.

Öèðêóëÿöèÿ çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ íà êîíòóðå, ïðè èçìåíåíèè íàïðàâ-
ëåíèÿ îáõîäà êîíòóðà öèðêóëÿöèÿ ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Ïðèìåð

Ïóñòü γ � ëèíèÿ, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñå÷åíèåì öèëèíäðà x2 + y2 = 1 è êîíóñà
x2 + y2 = z2, îðèåíòèðîâàííàÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè ñìîòðåòü ñî
ñòîðîíû îñè 0z. Íàéäåì öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ

F(x, y, z) := (x− y,−2y, z2)

âäîëü êðèâîé γ.
Ïåðåñå÷åíèåì çàäàííûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü, çàïèøåì

ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè:

γ : r = (cos t, sin t, 1), t ∈ [0, 2π].

Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà t òî÷êà íà îêðóæíîñòè äâèæåòñÿ â íóæíîì íàïðàâëå-
íèè. Âåêòîðíîå ïîëå â òî÷êå íà îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó
t, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå F(γ(t) = (cos t− sin t,−2 sin t, 1), Âû÷èñëèì öèðêóëÿ-
öèþ.

r′(t) = (− sin t, cos t, 0);

F · r′(t) = (cos t− sin t)(− sin t) +−2 sin t cos t = −3 sin t cos t+ sin2 t,∮
Γ

Fdr =

∫ 2π

0

(sin2 t− 3 sin t cos t)dt =

=

∫ 2π

0

1− cos 2t

2
dt− 3

∫ 2π

0

sin t · d sin t = π.

2.2.3 Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå 24 Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ F = F(M) ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

ΦF =

∫∫
S

F · n0 dS

ãäå n0 � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè dS, ñîîòâåòñòâóþùèé
âûáðàííîé ñòîðîíå ïîâåðõíîñòè.
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Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ôîðìóëó èç ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ. Âîçüìåì â
êà÷åñòâå âåêòîðà íîðìàëè âåêòîð

n :=
∂r

∂u
× ∂r

∂v
.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà, ñâåäåì èí-
òåãðàë ê äâîéíîìó èíòåãðàëó ïî îáëàñòè D:

ΦF =

∫∫
Γ

F · n0dS =

∫∫
D

F · n0 · |n| du dv.

Òàê êàê n0 =
n

|n|
, ïîëó÷àåì

ΦF =

∫∫
D

F · n0 · |n| du dv =

∫∫
D

F · n du dv.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà, F · n � ýòî ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ïðè÷åì âòîðîé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü íàøó ôîð-
ìóëó, èñïîëüçóÿ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå:

ΦF =

∫∫
D

F ·
(
∂r

∂u
× ∂r

∂v

)
du dv =

∫∫
D

(
F,

∂r

∂u
,
∂r

∂v

)
du dv.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå ïîòîêà ìîæíî ðàññìîòðåòü
äâèæåíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïóñòü v = v(x, y, z) � âåêòîðíîå ïîëå
ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. Òîãäà îáú¼ì æèäêîñòè, êîòîðûé ïðîòå÷¼ò çà åäèíèöó
âðåìåíè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S, áóäåò ðàâåí ïîòîêó âåêòîðíîãî ïîëÿ v. Ïîòîê
çàâèñèò îò âûáîðà ñòîðîíû ïîâåðõíîñòè, ïðè ñìåíå ñòîðîíû ïîòîê ìåíÿåò
çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé.

Âû÷èñëåíèå ïîòîêà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå çàäàíî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

F(x, y, z) = P (x.y.z)i +Q(x.y.z)j +R(x.y.z)k.

Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé ôîðìó-
ëîé:

ΦF =

∫∫
D

∣∣∣∣∣∣
P Q R
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣ du dv.
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Ïðèìåð

Âû÷èñëèì ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ

F(x, y, z) := (x− y,−2y, z2)

÷åðåç ÷àñòü ïîâåðõíîñòè êîíóñà x2 + y2 = z2, z ≥ 0, âûðåçàåìóþ öèëèíäðîì
x2 +y2 = 1 (â íàïðàâëåíèè íîðìàëè, ñîñòàâëÿþùåé îñòðûé óãîë ñ îñüþ 0z).

Íàéäåì íîðìàëü:

z =
√
x2 + y2,

n = ±(z′x, z
′
y,−1) = ±(

x√
x2 + y2

,
y√

x2 + y2
,−1),

âûáèðàåì çíàê, òàê êàê íàì íóæíà âåðõíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè.

|n| =
√

2,

n0 = −(
x

√
2
√
x2 + y2

,
y

√
2
√
x2 + y2

,− 1√
2

).

Äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ðàâåí

dS =
√

2dxdy.

Âû÷èñëÿåì ïîòîê:

ΦF =

∫∫
x2+y2≤1

F · n0dS =

= −
∫∫

x2+y2≤1

(
x2 − xy√
x2 + y2

+
−2y2√
x2 + y2

− z2

)
dxdy =

(òàê êàê ìû íàõîäèìñÿ íà êîíóñå, òî z =
√
x2 + y2)

= −
∫∫

x2+y2≤1

(
x2 − xy − 2y2√

x2 + y2
− x2 − y2

)
dxdy =

(ïåðåéäåì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, x = r cos t, y = r sin t, dxdy =
rdrdt)

= −
∫ 1

0

dr

∫ π

−π
(r cos2 t− r cos t sin t− 2r sin2 t− r2)rdrdt =

= −
∫ 1

0

dr

∫ π

−π
(r

1 + cos 2t

2
− r cos t sin t− 2r

1− cos 2t

2
− r2)rdrdt =

= −
∫ 1

0

(−πr − 2πr2)rdr = π/3 + π/2 = 5π/6.
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2.2.4 Äèâåðãåíöèÿ

Ïóñòü çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå F. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïîëå çàäàåò ïîëå
ñêîðîñòåé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü Γ, îãðàíè÷èâàþùóþ íåêîòîðóþ îá-
ëàñòü D â ïðîñòðàíñòâå. Ïîòîê ïîëÿ F ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Γ (äëÿ çàìêíó-
òûõ ïîâåðõíîñòåé ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêà âñåãäà áóäåì âûáèðàòü âíåøíþþ
ñòîðîíó), èç ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìåðîé
èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè ïîâåðõíîñòè.

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå ïîòîêà æèäêîñòè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü Γ ê îáúåìó
îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé ïîâåðõíîñòüþ∫∫

Γ

F · n0dS

V (D)
,

ìû ïîëó÷èì ñðåäíþþ ïëîòíîñòü èñòî÷íèêîâ (ñòîêîâ) â îáëàñòè D.
Òåïåðü áóäåì ñòÿãèâàòü ïîâåðõíîñòü ê íåêîòîðîé òî÷êå M .

Îïðåäåëåíèå 25 Äèâåðãåíöèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ F â òî÷êå M íàçûâà-
åòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïîòîêà ïîëÿ ÷åðåç áåñêîíå÷íî ìàëóþ çàìêíóòóþ
ïîâåðõíîñòü, îêðóæàþùóþ òî÷êó Ì, ê âåëè÷èíå îáú¼ìà, îãðàíè÷åííîãî
ýòîé ïîâåðõíîñòüþ:

div F(M) := lim
D→M

∫∫
Γ

F · n0dS

V (D)
.

Äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïëîòíîñòü
èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ ýòîãî ïîëÿ:

• åñëè div F > 0, òî òî÷êà ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì;

• åñëè div F < 0, òî òî÷êà ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì.

Äèâåðãåíöèÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå çàäàíî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

F(x, y, z) = P (x.y.z)i +Q(x.y.z)j +R(x.y.z)k.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

divF = ∇ · F =
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
.

Ïðèìåð

Âû÷èñëèì äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ F(x, y, z) := (x− y,−2y, z2):

divF = ∇ · F =
∂(x− y)

∂x
+
∂(−2y)

∂y
+
∂z2

∂z
= 2z − 1.
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2.2.5 Ðîòîð

Ïóñòü çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå F.
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð n. Ðîòîð ìû îïðåäåëèì êàê âåêòîð, çà-

äàííûé ñâîèìè ïðîåêöèÿìè íà n äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íàïðàâëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 26 Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ � âåêòîð, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî
íà êàæäîå íàïðàâëåíèå ðàâíà ïðåäåëó îòíîøåíèÿ öèðêóëÿöèè âåêòîðíîãî
ïîëÿ ïî êîíòóðó γ ïëîñêîé ïëîùàäêè S, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ýòîìó íàïðàâ-
ëåíèþ, ê ïëîùàäè |S| ýòîé ïëîùàäêè, êîãäà ðàçìåðû ïëîùàäêè ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ, à ñàìà ïëîùàäêà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó:

rotn F(M) = lim
S→M

∮
γ

F · dr

|S|
.

Íîðìàëü n ê ïëîùàäêå íàïðàâëåíà òàê, ÷òîáû ïðè âû÷èñëåíèè öèðêóëÿöèè
îáõîä ïî êîíòóðó γ ñîâåðøàëñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Åñëè èñïîëüçîâàòü ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, òî rotF � ýòî âåê-
òîð, ïðîïîðöèîíàëüíûé âåêòîðó óãëîâîé ñêîðîñòè áåñêîíå÷íî ìàëîé ÷àñòè-
öû æèäêîñòè.

Ðîòîð â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå çàäàíî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

F(x, y, z) = P (x.y.z)i +Q(x.y.z)j +R(x.y.z)k.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

rotF = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ .
Ïðèìåð

Âû÷èñëèì ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ F(x, y, z) := (x− y,−2y, z2):

rotF = ∇× F =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x− y −2y z2

∣∣∣∣∣∣ = 0 · i + 0 · j + 1 · k = k.
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2.3 Îñíîâíûå òåîðåìû òåîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ

2.3.1 Òåîðåìà Ñòîêñà.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü S � ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü, à γ � çà-
ìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàíèöåé ïîâåðõíîñòè S. Ïóñòü n0 -
åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè S, çàäàþùèé îäíó èç å¼ ñòîðîí.
Âûáåðåì íà γ òàêîå íàïðàâëåíèå îáõîäà, ÷òî ïðè âçãëÿäå ñ êîíöà âåêòîðà
n0 îíî ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ò. å. ïîâåðõíîñòü îñòàåòñÿ
ñëåâà.

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå F íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî íà S è γ. Òîãäà
èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ñòîêñà∮

γ

F dr =

∫∫
S

rotF · n0 dS

Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðåìà Ñòîêñà óòâåðæäàåò, ÷òî öèðêóëÿöèÿ âåêòîð-
íîãî ïîëÿ F ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó γ ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà ýòîãî ïîëÿ ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü, íàòÿíóòóþ íà γ.

Ïðèìåð

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó, ðàññìîòðåííîìó â ïóíêòå 2.2.2 è íàéäåì öèðêóëÿöèþ
âåêòîðíîãî ïîëÿ

F(x, y, z) := (x− y,−2y, z2)

âäîëü êðèâîé γ : r = (cos t, sin t, 1), t ∈ [0, 2π] ïî ôîðìóëå Ñòîêñà (ðàçóìå-
åòñÿ, ðåçóëüòàò îò ýòîãî íå äîëæåí èçìåíèòüñÿ). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ
ðîòîð ýòîãî ïîëÿ, íàéäåííûé â ïðèìåðå ê ïóíêòó 2.2.5:

rotF = k.

Íàòÿíåì íà îêðóæíîñòü γ ÷àñòü ïëîñêîñòè z = 1 è íàéäåì ïîòîê ÷åðåç
âåðõíþþ ñòîðîíó ýòîé ïîâåðõíîñòè. Åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè, çàäàþùèé
íóæíóþ ñòîðîíó, èìååò êîîðäèíàòû n0 = (0, 0, 1)

Φ =

∫∫
x2+y2≤1

Fn0dS =

∫∫
x2+y2≤1

z2dS =

∫∫
x2+y2≤1

dS = π.

2.3.2 Òåîðåìà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü S - çàìêíóòàÿ êóñî÷íî-ãëàäêàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõ-
íîñòü, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîãî òåëà V , è n0 � åäèíè÷íûé âåê-
òîð âíåøíåé íîðìàëè ê S. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå F íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìî íà V è S. Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî:∫∫

S

F · n0 dS =

∫∫∫
V

divFdV.
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Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî óòâåðæäàåò, ÷òî ïîòîê
âåêòîðíîãî ïîëÿ F ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S â íàïðàâëåíèè âíåøíåé
íîðìàëè ðàâåí òðîéíîìó èíòåãðàëó îò äèâåðãåíöèè ýòîãî ïîëÿ ïî îáëàñòè
V , îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ S.

Ïðèìåð

Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó, ðàññìîòðåííîìó â ïóíêòå 2.2.3 è âû÷èñëèì ïîòîê âåê-
òîðíîãî ïîëÿ

F(x, y, z) := (x− y,−2y, z2)

÷åðåç âåðõíþþ ÷àñòü êîíóñà x2 + y2 = z2, z ≥ 0, âûðåçàåìóþ öèëèíäðîì
x2+y2 = 1, ïî ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî. Ýòà ôîðìóëà ðàáîòàåò òîëü-
êî äëÿ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé, ïîýòîìó äîïîëíèì ÷àñòü êîíóñà ÷àñòüþ
ïëîñêîñòè z = 1 òàê, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü îêàçàëàñü çàìêíóòîé, îáúåì, îãðà-
íè÷åííûé ýòîé ïîâåðõíîñòüþ, îáîçíà÷èì V . Òîãäà ïîòîê ÷åðåç çàìêíóòóþ
ïîâåðõíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè òðîéíîãî èíòåãðàëà îò äèâèð-
ãåíöèè çàäàííîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ áûëà íàéäåíà â ïóíêòå 2.2.4 (ìû ñòàâèì
ìèíóñ ïåðåä çíàêîì èíòåãðàëà, òàê êàê íàì íóæåí ïîòîê â íàïðàâëåíèè
âíóòðåííåé íîðìàëè).∫∫∫

V

divFdxdydz = −
∫∫∫

V

(2z − 1)dxdydz =

= −
∫∫

x2+y2≤1

dxdy

∫ 1

√
x2+y2

(2z − 1)dz =

=

∫∫
x2+y2≤1

(x2 + y2 −
√
x2 + y2)dxdy =

=

∫ 1

0

∫ π

−π
(r3 − r2)drdt = 2π(1/4− 1/3) = −π/6.

Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè ïîòîê ÷åðåç êîíóñ, íóæíî âû÷åñòü èç ïîòîêà ÷åðåç
çàñêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ïîòîê ÷åðåç ÷àñòü ïëîñêîñòè â íàïðàâëåíèè íîðìàëè
(0, 0,−1):

Φ =

∫∫
x2+y2≤1

(−z2)dS = −
∫∫

x2+y2≤1

dS = −π

. Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü êîíóñà ðàâíà

−π/6 + π = 5π/6.
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2.3.3 Ðàçëè÷íûå ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà

Ãàìèëüòîíà

Ìû ââåëè òðè ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðà íàä ïîëÿìè:

• ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ: gradu = ∇ u

• äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ: divF = ∇ · F;

• ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ: rotF = ∇× F.

Ïóñòü çàäàíû ñêàëÿðíûå ïîëÿ φ è ψ è âåêòîðíûå ïîëÿ A è B. Âåðíû
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

1. ∇(φ+ ψ) = ∇φ+∇ψ;

2. ∇ · (A + B) = ∇ ·A +∇ ·B;

3. ∇× (A + B) = ∇×A +∇×B;

4. ∇ · (φA) = (∇φ) ·A + φ(∇ ·A);

5. ∇× (φA) = (∇φ)×A + φ(∇×A);

6. ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)− (∇2A);

7. ∇× (A×B) = (∇×A) ·B + B · (∇×B);

8. ∇× (A×B) = A(∇ ·B)−B(∇ ·A) + (B · ∇)A− (A · ∇)B;

9. ∇(A ·B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A + A× (∇×B) + B× (∇×A);

10. ∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A.
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2.4 Òèïû ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîëåé.

2.4.1 Òèïû ñèììåòðèè ïîëåé

Îïðåäåëåíèå 27 Ñêàëÿðíîå èëè âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïëîñêîïà-
ðàëëåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàïðàâëåíèå a, ïðè ñäâèãàõ âäîëü
êîòîðîãî ïîëå ïåðåõîäèò ñàìî â ñåáÿ.

Åñëè ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû îñü Oz áûëà íàïðàâ-
ëåíà âäîëü âåêòîðà a, òî âåêòîðíîå ïîëå áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäèíàò
x è y.

Îïðåäåëåíèå 28 Ñêàëÿðíîå èëè âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ îñåñèììåò-
ðè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïðÿìàÿ l, ïðè ïîâîðîòàõ âîêðóã êî-
òîðîé ïîëå ïåðåõîäèò ñàìî â ñåáÿ.

Åñëè ââåñòè öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òîáû îñü Oz áûëà
ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé l, òî ïîëå áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò êîîðäèíàò r è z.
Åñëè ïðè ýòîì ïîëå íå çàâèñèò òàêæå è îò êîîðäèíàòû z, òî îíî íàçûâàåòñÿ
öèëèíäðè÷åñêèì.

Îïðåäåëåíèå 29 Ñêàëÿðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì, åñëè åãî
çíà÷åíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ îò íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè O.

Åñëè ââåñòè ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëà êî-
îðäèíàò òî÷êó O, òî ïîëå áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò r. Ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ
òàêîãî ïîëÿ � êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû.

Îïðåäåëåíèå 30 Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé êîìïîíåíòû ýòîãî ïîëÿ
èìåþò âèä (P (x), 0, 0).

Âåêòîðíûå ëèíèè îäîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïàðàëëåëüíû îñè Ox

2.4.2 Íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûé âèäû ïîëåé

Îïðåäåëåíèå 31 Âåêòîðíîå ïîëå A íàçûâàåòñÿ áåçâèõðåâûì, åñëè â
êàæäîé åãî òî÷êå ðîòîð ïîëÿ ðàâåí íóëþ:

rotA = 0.

Îïðåäåëåíèå 32 Âåêòîðíîå ïîëå A íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì, åñëè
îíî ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

∃ϕ : A = gradϕ,

ãäå M0 � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà îáëàñòè.
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Ïîëå ϕ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ

A = gradϕ.

Òåîðåìà 3 Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè (íàïðèìåð, â R3) âåêòîðíîå ïîëå ÿâ-
ëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïîòåíöèàëüíî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè èç óñëîâèÿ ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ ñëåäóåò,
÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ áåçâèõðåâûì (îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî!).

Åñëè âåêòîðíîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî, òî åãî ðàáîòà íå çàâèñèò îò âèäà òðà-
åêòîðèè, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà÷àëüíûì è êîíå÷íûì ïîëîæåíèåì òî÷êè
è ðàâíà ðàçíîñòè çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ïîëÿ â ýòèõ òî÷êàõ:∫

M1M2

A · dr = ϕ(M2)− ϕ(M1).

Ïîòåíöèàë âåêòîðíîãî ïîëÿ (åñëè îí ñóùåñòâóåò) ìîæåò áûòü íàéäåí ïî
ôîðìóëå

ϕ(M) =

∫ M

M0

A · dr + const.

Îïðåäåëåíèå 33 Âåêòîðíîå ïîëåA íàçûâàåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì (òðóá-
÷àòûì), åñëè â êàæäîé åãî òî÷êå äèâåðãåíöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü:

divA = 0.

Èç ôîðìóëû Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê ñîëåíîèäàëüíîãî ïî-
ëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 34 Âåêòîðíîå ïîëå W íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïîòåíöè-
àëîì ïîëÿ A, åñëè

A = rotW.

Òåîðåìà 4 Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè (íàïðèìåð, â R3) âåêòîðíîå ïîëå ÿâ-
ëÿåòñÿ cîëåíîèäàëüíûì òîãäà è òîãäà, êîãäà ó íåãî åñòü âåêòîðíûé ïî-
òåíöèàë.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåêòîðíîãî ïî-
òåíöèàëà ñëåäóåò, ÷òî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì (îáðàòíîå íå âñå-
ãäà âåðíî!). ïîëå A ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðîòîð íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ:

Îïðåäåëåíèå 35 Âåêòîðíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì (ëàïëà-
ñîâûì), åñëè â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà äëÿ íåãî îäíîâðåìåííî âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

divA = 0

rotA = 0.
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Â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ãàðìîíè÷åñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì,
ñëåäîâàòåëüíî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê A = gradϕ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âû-
ðàæåíèå â rotA = 0 ïîëó÷èì

∆ϕ = 0.

Òåîðåìà 5 (Òåîðåìà Ãåëüìãîëüöà) Ëþáîå ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóììîé áåçâèõðåâîãî è ñîëåíîèäàëüíîãî âåêòîðíûõ ïîëåé.
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2.5 Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â R3. Êîîðäè-

íàòíûå ëèíèè è êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíî-

ñòè.

Çàôèêñèðóåì â R3 äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò: âûáåðåì òî÷êó O (íà÷àëî

îòñ÷åòà) è òðè âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ åäèíè÷íûõ âåêòîðà
−→
i ,
−→
j ,
−→
k (îð-

òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ). Ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êèM ∈ R3 âçàèìíî-
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà ÷èñåë (xM , yM , zM ) � êîîð-

äèíàòû òî÷êèM , òî åñòü êîîðäèíàòû ðàäèóñ-âåêòîðà −→rM :=
−−→
OM â âûáðàí-

íîì áàçèñå:
−→rM = xM ·

−→
i + yM ·

−→
j + zM ·

−→
k .

Ýòà êîîðäèíàòíàÿ ñèñòåìà õîðîøî çíàêîìà êàæäîìó, èíòóèòèâíî ïîíÿòíà,
íî ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåóäîáíîé, ïðèâîäèòü ê
èçáûòî÷íî ñëîæíûì ôîðìóëàì.

Îïðåäåëåíèå 36 Ïóñòü Ω � íåêîòîðàÿ îáëàñòü â R3. Êðèâîëèíåéíû-
ìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M ∈ Ω íàçûâàþòñÿ ÷èñëà q1, q2, q3 òàêèå, ÷òî
óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (q1, q2, q3), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå òî÷-
êè M â îáëàñòè Ω2.

Èòàê, ó íàñ åñòü äâà ñïîñîáà îïècàíèÿ ïîëîæåíèÿ îäíîé è òîé æå òî÷êè
M ∈ Ω: äåêàðòîâû (xM , yM , zM ) è êðèâîëèíåéíûå (q1, q2, q3) êîîðäèíàòû.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòè äâà ñïîñîáà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì "äîñòàòî÷íî õî-
ðîøåé" ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ. Òî÷íåå, ïóñòü çàäàíû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè

x = x(q1, q2, q3),

y = y(q1, q2, q3),

z = z(q1, q2, q3),

ñâÿçûâàþùèå êðèâîëèíåéíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ äåêàðòîâîé, ïðè÷åì òà-
êèå, ÷òî ÿêîáèàí

∂(x, y, z)

∂(q1, q2, q3)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂q1

∂x
∂q2

∂x
∂q3

∂y
∂q1

∂y
∂q2

∂y
∂q3

∂z
∂q1

∂z
∂q2

∂z
∂q3

∣∣∣∣∣∣∣ (2.1)

íå ðàâåí íóëþ â êàæäîé òî÷êå M ∈ Ω.

Îïðåäåëåíèå 37 Cåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè

Γk : r = r(q1, q2, q3), qk = const, k = 1, 2, 3,

íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ êî-
îðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè.

2Ñëîâî "êðèâîëèíåéíûå" èñïîëüçóþò äëÿ ïîä÷åðêèâàíèÿ òîãî, ÷òî êîîðäèíàòû â îá-
ùåì ñëó÷àå ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò äåêàðòîâûõ (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàò).
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Ï ð è ì å ð û

1. Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êî-
îðäèíàòíîé ìû íàçûâàåì ëþáóþ ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ ïëîñêî-
ñòÿì xOy, yOz, zOx, à íå òîëüêî ñàìè ýòè ïëîñêîñòè. Êîîðäèíàòíûå
ëèíèè � âñå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñÿì Ox, Oy, Oz.

2. Â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè áûâàþò
òðåõ òèïîâ:

• êîíöåíòðè÷åñêèå ñôåðû r = const;

• ïîëóïëîñêîñòè φ = const;

• êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè θ = const.

Êîîðäèíàòíûå ëèíèè â ýòîì ñëó÷àå òîæå ìîæíî ðàçäåëèòü íà
òðè òèïà: îêðóæíîñòè ("ïàðàëëåëè"), ïîëóîêðóæíîñòè ("ìåðè-
äèàíû") è ëó÷è.

3. Ïîäóìàéòå, êàêèìè áóäóò êîîðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè è ëèíèè â öè-
ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

2.6 Ëîêàëüíûé áàçèñ

Ââåäåì â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ, êàñàòåëü-
íûõ ê êîîðäèíàòíûì êðèâûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç ýòó òî÷êó:

e1 :=
∂r

∂q1
; e2 :=

∂r

∂q2
; e3 :=

∂r

∂q3
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ÿêîáèàí ðàâåí ñìåøàííîìó ïðîèçâåäåíèþ âåê-
òîðîâ e1, e2, e3:

∂(x, y, z)

∂(q1, q2, q3)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂q1

∂x
∂q2

∂x
∂q3

∂y
∂q1

∂y
∂q2

∂y
∂q3

∂z
∂q1

∂z
∂q2

∂z
∂q3

∣∣∣∣∣∣∣ = (e1, e2, e3).

À òàê êàê óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ
ðàâíîñèëüíî èõ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè, òî óñëîâèå (2.1) ãàðàíòèðóåò, ÷òî
òðîéêà âåêòîðîâ e1, e2, e3 äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå
R3.

Îïðåäåëåíèå 38 Òðîéêà âåêòîðîâ {e1, e2, e3} íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì
áàçèñîì êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Ýòîò áàçèñ â îáùåì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì: ïðè ïåðåõîäå îò òî÷êèM1 ê òî÷êåM2 ìû ïîëó÷èì
íîâóþ òðîéêó âåêòîðîâ.

39



Ï ð è ì å ð

Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.
Íàéäåì ëîêàëüíûé áàçèñ â òî÷êå M ñ êîîðäèíàòàìè ρ = 1, ϕ = π/3, θ =

π/4. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè M(
√

2/4,
√

6/4,
√

2/2). Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ëîêàëüíîãî áàçèñà ïðîäèôôåðåíöèðóåì âåêòîð r ïî ïåðåìåííûì ρ, ϕ
è θ: 

eρ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ),

eθ = (ρ cos θ cosϕ, ρ cos θ sinϕ,−ρ sin θ),

eϕ = (−ρ sin θ sinϕ, ρ sin θ cosϕ, 0).

Â òî÷êå M ëîêàëüíûé áàçèñ îáðàçóþò âåêòîðà
eρ = (

√
2/4,
√

6/4,
√

2/2),

eθ = (
√

2/4,
√

6/4,−
√

2/2),

eϕ = (−
√

6/4,
√

2/4, 0).

2.7 Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð êðèâîëèíåéíîé ñèñòå-

ìû êîîðäèíàò

Íàì óæå âñòðå÷àëñÿ òåðìèí "ìåòðè÷åñêèé òåíçîð" äëÿ ïîâåðõíîñòè, êàê
áûëî îòìå÷åíî, îíè ñëóæàò íîñèòåëåì èíôîðìàöèè î ãåîìåòðèè ïîâåðõíî-
ñòè è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèí êðèâûõ è óãëîâ ìåæäó êðèâûìè.
Àíàëîãè÷íóþ ðîëü âûïîëíÿåò ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è â ñëó÷àå êðèâîëèíåé-
íûõ êîîðäèíàò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü â îáëàñòè Ω çàäàíà íåêîòîðàÿ êðèâàÿ γ:

γ : r = r(t), t ∈ [a, b].

Îïðåäåëåíèå 39 Ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà g, êîì-
ïîíåíòû êîòîðîé ðàâíû ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèÿì âåêòîðîâ ëîêàëüíîãî
áàçèñà:

gij(M) := ei · ej .

Èñïîëüçóÿ ìåòðè÷åñêèé òåíçîð çàïèøåì êâàäðàò äèôôåðåíöèàëà äëèíû
äóãè â êðèâîëíåéíûõ êîîðäèíàòàõ:

ds2 =
(
dq1 dq2 dq3

) g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33

 dq1

dq2

dq3

 .

2.8 Îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíà-

òû. Êîýôôèöèåíòû Ëàìý

Îïðåäåëåíèå 40 Ñèñòåìà êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò

qk = φk(x, y, z), k = 1, 2, 3
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íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè â êàæäîé òî÷êå M âåêòîðû ëîêàëüíîãî
áàçèñà ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Â ýòîì ñëó÷àå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ðàâíû
íóëþ, à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû êâàäðàòàì äëèí âåêòîðîâ ëîêàëü-
íîãî áàçèñà

Îïðåäåëåíèå 41 Êîýôôèöèåíòàìè Ëàìý íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû

Hi = |ei| =

√(
∂x

∂qi

)2

+

(
∂y

∂qi

)2

+

(
∂z

∂qi

)2

; i = 1, 2, 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòðè÷åñêèé òåíçîð îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìå-
åò âèä

g =

 H2
1 0 0

0 H2
2 0

0 0 H2
3

 .

Â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíû êîýôôèöèåíòû Ëàìý äëÿ íåêîòîðîûõ ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåìûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò, à òàêæå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþ-
ùèå èñïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà â êðè-
âîëèíåéíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.
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Ãëàâà 3

ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÍÇÎÐÍÎÉ
ÀËÃÅÁÐÛ

Â ýòîé ãëàâå ìû ââåäåì ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà â ïðîñòðàíñòâå R3

êàê íåêîòîðîå îáîáùåíèå òðåõìåðíîãî âåêòîðà. Äëÿ ýòîãî â ïåðâîì ðàçäåëå
íàïîìíèì, êàê ìåíÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî îðòî-
íîðìàðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Òåðìèí "îðòîãîíàëüíûé" ïî îòíîøåíèþ
ê òåíçîðó áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìû èñïîëüçóåì òîëüêî îðòîãîíàëüíûå ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò. Ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì îïóñêàòü ýòîò òåðìèí è ãîâîðèòü
ïðîñòî "òåíçîð". Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè è ìíîãîìåðíûå îðòîãîíàëüíûå
òåíçîðû.

Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå,
÷àñòî èñïîëüçóåìîå â òåíçîðíîé àëãåáðå.

Ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà: åñëè â âûðàæåíèè íåêîòîðûé
èíäåêñ ïîâòîðÿåòñÿ äâàæäû, òî ïî ýòîìó èíäåêñó ïðîâîäèòñÿ ñóìèðîâà-
íèå îò 1 äî 3.

Ï ð è ì å ð

1. Ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, çàäàííûõ â îð-
òîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(a,b) = a1b1 + a2b2 + a3b3 =

3∑
j=1

ajbj

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà Ýéíøòåéíà ìîæíî çàïèñàòü òàê:

(a,b) = ajbj .

2. Èñïîëüçóåì ïðàâèëî Ýéíøòåéíà äëÿ çàïèñè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö:

AB = C,
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ãäå

Cij =

3∑
k=1

AikBkj

èëè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ýéíøòåéíà,

Cij = AikBkj .

3.1 Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè ïî-

âîðîòå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ýòîò ðàçäåë ñîäåðæèò õîðîøî èçâåñòíûå ñâåäåíèÿ èç âåêòîðíîé ãåîìåòðèè
è ñëóæèò ìîòèâèðîâêîé äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ òåíçîðà.

Ðàññìîòðèì äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñà (e1, e2, e3) è (e′1, e
′
2, e
′
3) ("ñòà-

ðûé" è "íîâûé") â ïðîñòðàíñòâå R3. Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñ íàçûâàòñÿ îðòî-
íîðìèðîâàííûì, åñëè

(ei, ej) =

{
0, i 6= j,
1, i = j

Îïðåäåëåíèå 42 Ñèìâîëîì Êðîíåêåðà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

δij =

{
0, i 6= j,
1, i = j

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëà Êðîíåêåðà óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà
çàïèñûâàåòñÿ òàê:

(ei, ej) = δij .

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå áàçèñû îáðàçóþò ïðàâûå òðîéêè âåêòî-
ðîâ. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ìîæíî ïîëó÷èòü èç
äðóãîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà êî-
îðäèíàò. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñâÿçü ñòàðîãî è íîâîãî áàçèñîâ.

Ðàçëîæèì âåêòîðû íîâîãî áàçèñà ïî ñòàðîìó:

e′1 = α11e1 + α12e2 + α13e3,
e′2 = α21e1 + α22e2 + α23e3,
e′3 = α31e1 + α32e2 + α33e3,

(3.1)

Ìàòðèöà

α :=

 α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33


íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà (e1, e2, e3) ê íîâîìó
(e′1, e

′
2, e
′
3).

Ñ ó÷åòîì ïðàâèëà Ýéíøòåéíà óðàâíåíèÿ (3.1) ìîæíî çàïèñàòü òàê:
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e′i = αijej, i = 1, 2, 3.

Íàéäåì ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ e′i è ek. Èñïîëüçóÿ
óðàâíåíèÿ (3.1) è îðòîíîðìèðîâàííîñòü áàçèñîâ, ïîëó÷èì:

(e′i, ek) = (αijej, ek) = (

3∑
j=1

αijej, ek) =

3∑
j=1

αij(ej, ek) = αik.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
ïåðåõîäà îò îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó:

αik = (e′i, ek). (3.2)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò íîâîãî áàçèñà ê ñòà-
ðîìó. Î÷åâèäíî, ÷òî β = α−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ei = βijej, i = 1, 2, 3,

ãäå
βik = (e′k, ei) = αki = α−1

ik .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ïåðåõîäà îò íîâîãî áàçèñà ê ñòàðîìó ðàâíà òðàíñ-
ïîíèðîâàííîé ìàòðèöå ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó:

β = αT = α−1.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé âåêòîð a. Ýòîò âåêòîð, êàê ãåîìåòðè÷åñêèé îáú-
åêò, íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìû åãî ðàññìàòðèâàåì,
íî åãî êîîðäèíàòû, ðàçóìååòñÿ, ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî áàçèñà ê
äðóãîìó. Ïóñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà â ñòàðîì áàçèñå ðàâíû (a1, a2, a3), a â
íîâîì (a′1, a

′
2, a
′
3). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ýéíøòåéíà, ìîæíî çàïèñàòü

a = ajej = a′ke
′
k.

Äîìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà e′i:

(a, e′i) = aj(ej, e
′
i) = a′k(e′k, e

′
i).

Èñïîëüçóÿ (3.2) è îðòîíîðìèðîâàííîñòü áàçèñîâ, ïîëó÷èì

a′i = αijaj . (3.3)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü

ai = αjia
′
j .

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò òåîðèÿ çíà-
÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ, à èìåííî, âìåñòå ñ êàæäûì áàçèñîì ââîäèòñÿ òàê
íàçûâàåìûé âçàèìíûé áàçèñ, ïðè ýòîì êîîðäèíàòû âåêòîðà â èñõîäíîì áà-
çèñå íàçûâàþò êîíòðàâàðèàíòíûìè, à âî âçàèìíîì � êîâàðèàíòíûìè.
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3.2 Îïðåäåëåíèå òåíçîðà.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû âèäåëè, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî îðòîíîðìè-
ðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ìåíÿþòñÿ
ïî íåêîòîðîìó îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó. Ìîæíî îïðåäåëèòü âåêòîð, èñõîäÿ
èç ýòîãî ïðàâèëà, ò.å. íàçâàòü âåêòîðîì ñîâîêóïíîñòü òðåõ âåëè÷èí, êîòîðûå
ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó äîëæíû èçìåíÿòüñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà (3.3). Èìåííî
òàêîå îïðåäåëåíèå âåêòîðà ìû âîçüìåì çà îñíîâó äëÿ îïðåäåëåíèÿ îðòîãî-
íàëüíîãî òåíçîðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Îïðåäåëåíèå 43 Ãîâîðÿò, ÷òî ñîâîêóïíîñòü 3R âåëè÷èí, çàäàííûõ â êàæ-
äîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, îáðàçóåò òåíçîð ðàíãà R â ïðîñòðàíñòâå
R3, åñëè ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ýòè âåëè÷èíû
â ñòàðîì è íîâîì áàçèñàõ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

T ′i1i2...iR = αi1k1αi2k2 ...αiRkRTk1k2...kR .

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì ìàòðèöû ïåðåõîäà, ìîæíî òàêæå çàïèñàòü îáðàò-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò òåíçîðà:

Ti1i2...iR = αk1i1αk2i2 ...αkRiRTk1k2...kR .

Òåíçîð íóëåâîãî ðàíãà.

Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ, òåíçîðîì íóëåâîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ âåëè-
÷èíà, íå èçìåíÿþùàÿñÿ ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèìåðàìè òàêèõ
âåëè÷èí ìîãóò ñëóæèòü äëèíà, òåìïåðàòóðà, ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç
ïîâåðõíîñòü.

Â òî æå âðåìÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà êîîðäèíàòíóþ îñü â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì áàçèñàì, ïîýòîìó òåíçîðîì
íóëåâîãî ðàíãà îíà íå ÿâëÿåòñÿ.

Òåíçîð ïåðâîãî ðàíãà.

Òåíçîðîì ïåðâîãî ðàíãà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òðåõ âåëè÷èí, ïðåîáðàçó-
þùèõñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî ïðàâèëó

T ′i = αikTk.

Ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìóëó ñ ôîðìóëîé (3.3) âèäèì, ÷òî òàêàÿ âåëè÷èíà ÿâ-
ëÿåòñÿ îáû÷íûì âåêòîðîì â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàííûì ñâîèìè
êîîðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà.

Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà â R3 èìååò 9 êîìïîíåíò, çàêîí åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðè ïåðåõîäå ê íîâîìó áàçèñó âûãëÿäèò òàê:

T ′ij = αikαjlTkl.
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Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 2 èç íà÷àëà ãëàâû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
ýòó ôîðìóëó êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö:

T ′ij = αikαjlTkl = αikTklα
T
lj ,

òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó ïåðåõîäà ê íîâîìó áàçèñó â ìàò-
ðè÷íîé ôîðìå:

T ′ = αTαT .

Ï ð è ì å ð

Ïóñòü â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàí òåíçîð ðàíãà 2

T =

 0 1 0
0 0 1
1 0 1

 .

Ðàññìîòðèì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîëó÷åííóþ èç èñõîäíîé ïîâîðîòîì
âîêðóã îñè Oy íà óãîë π/6 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêè (åñëè ñìîòðåòü ñî ñòîðîíû
ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè Oy). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà
èñïîëüçóåì (3.2):

α =


√

3
2 0 1

2
0 1 0

− 1
2 0

√
3

2

 .

Òåïåðü èñïîëüçóåì ìàòðè÷íóþ ôîðìó ôîðìóëû ïåðåõîäà ê íîâîìó áà-
çèñó äëÿ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà:

T ′ = αTαT =


√

3
2 0 1

2
0 1 0

− 1
2 0

√
3

2


 0 1 0

0 0 1
1 0 1



√

3
2 0 − 1

2
0 1 0
1
2 0

√
3

2

 =

=


√

3+1
4

√
3

2

√
3−1
4

1
2 0

√
3

2
3+
√

3
4 − 1

2
3−
√

3
4

 .

3.3 Îïåðàöèè íàä òåíçîðàìè.

3.3.1 Cëîæåíèå òåíçîðîâ.

Ñëîæåíèå òåíçîðîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïîêîìïîíåíòíî ïðè ýòîì ñêëàäûâàòü ìîæ-
íî òîëüêî òåíçîðû îäèíàêîâûõ ðàíãîâ:

Ai1...iR +Bi1...iR = Ci1...iR ,

Ïðîâåðèì, ÷òî ðåçóëüòàòîì ñëîæåíèÿ áóäåò òåíçîð òîãî æå ðàíãà, ÷òî è
èñõîäíûå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷à-
åì:

C ′i1i2...iR = A′i1i2...iR +B′i1i2...iR =
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= αi1k1αi2k2 ...αiRkRAk1k2...kR + αi1k1αi2k2 ...αiRkRBk1k2...kR =

= αi1k1αi2k2 ...αiRkR(Ak1k2...kR +Bk1k2...kR) =

= αi1k1αi2k2 ...αiRkRCk1k2...kR .

Òàêèì îáðàçîì,

C ′i1i2...iR = αi1k1αi2k2 ...αiRkRCk1k2...kR .

3.3.2 Ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ.

Ïðîèçâåäåíèåì òåíçîðîâ A è B ðàíãîâ R1 è R2 (cîîòâåòñòâåííî) ÿâëÿåòñÿ
òåíçîð C ðàíãà R1 + R2, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ci1...iR1
k1...kR2

= Ai1...iR1
Bk1...kR2

.

Ï ð è ì å ð

Íàéäåì ïðîèçâåäåíèå äâóõ òåíçîðîâ ðàíãà 1: A = (1 0 3) è B = (0 − 1 4).
Ðåçóëüòàòîì òàêîãî ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò òåíçîð âòîðîãî ðàíãà (çàïèøåì åãî
â âèäå ìàòðèöû):

Cij = AiBj =

 0 −1 4
0 0 0
0 −3 12

 .

3.3.3 Ñâ¼ðòêà.

Ñâåðòêîé òåíçîðà ïî ïàðå èíäåêñîâ (i, j) íàçûâàåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
íà ñèìâîë Êðîíåêåðà δij è ñóììèðîâàíèÿ ïî îáîèì åãî èíäåêñàì. Ïðè ýòîì
ðàíã òåíçîðà óìåíüøàåòñÿ íà 2.

Ï ð è ì å ð

1. Äëÿ òåíçîðà ïÿòîãî ðàíãà ñâåðòêà ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì ïðîèçâî-
äèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (íå çàáûâàåì ïðî ïðàâèëî Ýéíøòåéíà!):

Tijklmδlm = Tijkll.

Ïðîñóììèðîâàâ ïî ïîâòîðÿþùåìóñÿ èíäåêñó l ìû ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü 33

âåëè÷èí, ò.å. òåíçîð ðàíãà 3.
2. Ðàññìîòðèì òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Åãî ñâåðòêà (ïî åäèíñòâåííîé ïàðå

èíäåêñîâ) íàçûâàåñÿ ñëåäîì è îáîçíà÷àåòñÿ Tr(Aij) èëè Sp(Aij) :

Tr(Aij) = Aijδij = Aii =

3∑
i=1

Aii.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òåíçîð íóëåâîãî ïîðÿäêà, ò.å. âåëè÷èíó, êîòîðàÿ íå
ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ñëåä
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òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòàì ñèñòåìû
êîîðäèíàò:

Tr(Aij) = Aii = A′jj = Tr(A′ij).

Äðóãèìè ïðèìåðàìè èíâàðèàíòîâ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà ìîãóò ñëóæèòü
ñîáñòâåííûå ÷èñëà òåíçîðà, åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îïðåäåëèòåëü ìàòðè-
öû, ñîñòàâëåííîé èç êîìïîíåíòîâ òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà.

Ï ð è ì å ð

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïðèìåðå èç ïóíêòà
3.2 ñëåä òåíçîðà è îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèëèñü.

Äåéñòâèòåëüíî,
Tr(T ) = 0 + 0 + 1 = 1,

T r(T ′) =

√
3 + 1

4
+ 0 +

3−
√

3

4
= 1 = Tr(T );

det(T ) = 1 = det(T ′).

3.3.4 Ñèììåòðèÿ òåíçîðîâ

Îïðåäåëåíèå 44 Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà íâçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì,åñëè
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèöà

T =

 T11 T12 T13

T21 T22 T23

T31 T32 T33


â êàæäîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ò.å.

Tij = Tji, i, j = 1, 2, 3.

Îïðåäåëåíèå 45 Òåíçîð âòîðîãî ðàíãà íâçûâàåòñÿ àíèñèììåòðè÷íûì,åñëè
ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàòðèö â êàæäîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ÿâ-
ëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íîé:

Tij = −Tji, i, j = 1, 2, 3.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè òåíçîð â íåêîòîðîì áàçèñå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ñèììåòðè÷íîé (àíòèñèììåòðè÷íîé) ìàòðèöåé, òî åãî ìàòðèöà îñòà-
íåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (àíòèñèììåòðè÷íîé) è â ëþáîì äðóãîì îðòîíîðìèðî-
âàííîì áàçèñå. Ïîêàæåì ýòî, íàïðèìåð, äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà
Tij = −Tji. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ïîâîðîòå ñèñòåìû êîîðäèíàò (ìàòðèöà ïî-
âîðîòà α) íîâûå êîìïîíåíòû òåíçîðà T ′ij òîæå áóäóò îáëàäàòü ñâîéñòâîì
àíòèñèììåòðèè. Äåöñòâèòåëüíî:

T ′ij = αikαjl(−Tkl) = −αikαjlTkl = −T ′ij .
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Ãîâîðÿò òàêæå î ñèììåòðèè (àíòèñèììåòðèè) ïî ïàðå èíäåêñîâ áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïðè ýòîì òåíçîð ìîæåò áûòü ñèììåòðè÷åí ïî îäíîé ïàðå
èíäåêñîâ è àíòèñèììåòðè÷åí ïî äðóãîé. Íàïðèìåð, åñëè

Tijkl = Tjikl, Tijkl = −Tijlk,

òî ãîâîðÿò, ÷òî òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà T ñèììåòðè÷åí ïî ïåðâîé ïàðå
èíäåêñîâ (i, j) è àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïîñëåäíåé ïàðå èíäåêñîâ (k, l).

Èç îïðåäåëåíèé ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
åãî çàäàíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî øåñòü åãî êîìïîíåíò, ðàñïîëîæåííûõ
íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è íà íåé. Äëÿ àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íåçàâè-
ñèìûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðè êîìïîíåíòû, ñòîÿùèå íàä ãëàâíîé äèàãîíà-
ëüþ (äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà, êàê ñëåäóåò
èç îïðåäåëåíèÿ, âñåãäà ðàâíû íóëþ).

Ï ð è ì å ð

Ïóñòü äàíû äâà òåíçîðà ðàíãà îäèí A è B. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåëè÷èí

Cij = AiBj −AjBi.

Ýòî òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Cij = −Cji. Äëÿ îïèñàíèÿ
ñîâîêóïíîñòè âåëè÷èí C äîñòàòî÷íî çíàòü òðè âåëè÷èíû: C23, C31, C12. Ýòè
âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ A è
B:

A×B =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
A1 A2 A3

B1 B2 B3

∣∣∣∣∣∣ = C23e1 + C31e2 + C12e3.

Òåîðåìà 6 Êàæäûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ñóì-
ìó ñèììåòðè÷íîãî è àòèñèììåòðè÷íîãî.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà Tij ðàññìîòðèì òåíçîðû

Sij =
Tij + Tji

2
,

Aij =
Tij − Tji

2
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òîãäà

Sij = Sji, Aij = −Aji è Tij = Sij +Aij .

Ñèìâîëû Êðîíåêåðà è Ëåâè-×èâèòû.

Âàæíûìè ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ ÿâëÿ-
þòñÿ ñèìâîë Êðîíåêåðà (äåëüòà-ñèìâîë) è ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû (ýïñèëîí-
ñèìâîë).
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Ñèìâîë Êðîíåêåðà óæå îïðåäåëåí âûøå (ñì. Îïðåäåëåíèå 42). Ïîêàæåì,
÷òî δij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà. Ïóñòü çàäàíà ìàòðèöà ïåðåõîäà
îò îäíîãî îðòîíðìèðîâàííîãî áàçèñà ê äðóãîìó αlk. Äëÿ íåå âûïîëíÿåò-
ñÿ ñîîòíîøåíèå αT = α−1. Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ñèìâîë Êðîíåêåðà ïåðåõîäèò ñàì â ñåáÿ.

αikαjlδkl = αikαjk = αikα
T
kj = δij .

Ýòîò òåíçîð ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà.

Îïðåäåëåíèå 46 Ñèìâîëîì Ëåâè-×èâèòû íàçûâàåòñÿ òåíçîð òðåòüå-
ãî ðàíãà εijk, çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ε111 = ε222 = ε333 = 0,

ε123 = ε231 = ε312 = 1,

ε213 = ε132 = ε321 = −1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû ÿâëÿåòñÿ àíòèñèììåòðè÷íûì
òåíçîðîì òðåòüåãî ðàíãà.

Ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòû ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì çàïèñàòü
îïðåäåëåíèå ïðàâîé òðîéêè îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ:

(ei, ej, ek) = εijk.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = (aij) òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ýïñèëîí-ñèìâîëà Ëåâè-×èâèòà:

detA = εijkα1iα2jα3k.
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Ãëàâà 4

Ïðèëîæåíèå

4.1 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âåêòîðíîãî

àíàëèçà

Îïåðàòîð íàáëà (îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà) � âåêòîðíûé äèôôåðåíöè-
àëüíûé îïåðàòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïî êîîðäèíàòàì. Â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïåðàòîð
íàáëà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇ =
∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z
~k.

Îïåðàòîð íàáëà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð, èñ-
ïîëüçîâíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñòàíäàðòíûå äèôôåðåíöèàëü-
íûå îïåðàòîðû âåêòîðíîãî àíàëèçà â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå.

Ìû ââåëè òðè ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðà íàä ïîëÿìè:

• ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ: gradu = ∇ u

• äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ: divF = ∇ · F;

• ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ: rotF = ∇× F.

Ðàçëè÷íûå ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà Ãàìèëüòî-
íà

Ïóñòü çàäàíû ñêàëÿðíûå ïîëÿ φ è ψ è âåêòîðíûå ïîëÿ A è B. Âåðíû
ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

1. ∇(φ+ ψ) = ∇φ+∇ψ;

2. ∇ · (A + B) = ∇ ·A +∇ ·B;

3. ∇× (A + B) = ∇×A +∇×B;
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4. ∇ · (φA) = (∇φ) ·A + φ(∇ ·A);

5. ∇× (φA) = (∇φ)×A + φ(∇×A);

6. ∇× (∇×A) = ∇(∇ ·A)− (∇2A);

7. ∇× (A×B) = (∇×A) ·B + B · (∇×B);

8. ∇× (A×B) = A(∇ ·B)−B(∇ ·A) + (B · ∇)A− (A · ∇)B;

9. ∇(A ·B) = (A · ∇)B + (B · ∇)A + A× (∇×B) + B× (∇×A);

10. ∇×∇×A = ∇(∇ ·A)−∇2A.

4.2 Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âåêòîðíîãî

àíàëèçà â îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäè-

íàò

1. Êðèâîëèíåéíûå îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå.

• Ïóñòü q1, q2, q3 � êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, çàäàííûå ãëàäêè-
ìè ôóíêöèÿìè îò x, y, z:x = ϕ1 (q1, q2, q3) ;

y = ϕ2 (q1, q2, q3) ;
z = ϕ3 (q1, q2, q3) ,

• Ëîêàëüíûé áàçèñ:

ei =
∂r

∂qi
=

(
∂ϕ1

∂qi
,
∂ϕ2

∂qi
,
∂ϕ3

∂qi

)
; i = 1, 2, 3.

• Êîýôôèöèåíòû Ëàìý:

Hi = |ei| =

√(
∂ϕ1

∂qi

)2

+

(
∂ϕ2

∂qi

)2

+

(
∂ϕ3

∂qi

)2

; i = 1, 2, 3.

• Ãðàäèåíò â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

gradu =
1

H1

∂u

∂q1
~e1 +

1

H2

∂u

∂q2
~e2 +

1

H3

∂u

∂q3
~e3.

• Äèâåðãåíöèÿ â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

divA =
1

H1H2H3

[
∂

∂q1
(A1H2H3) +

∂

∂q2
(A2H3H1) +

∂

∂q3
(A3H1H2)

]
.
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• Ðîòîð â îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

rotA =
1

H2H3

[
∂(A3H3)

∂q2
− ∂(A2H2)

∂q3

]
e1 +

+
1

H3H1

[
∂(A1H1)

∂q3
− ∂(A3H3)

∂q1

]
e2 +

1

H1H2

[
∂(A2H2)

∂q1
− ∂(A1H1)

∂q2

]
e3 =

= det


1

H2H3
e1

1

H1H3
e2

1

H1H2
e3

∂

∂q1

∂

∂q2

∂

∂q3

A1H1 A2H2 A3H3

 .

2. Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.

• Ñâÿçü öèëèíäðè÷åñêîé è äåêàðòîâîé ñ.ê.:
x = ρ cosϕ,

y = ρ sinϕ,

z = z.
ρ =

√
x2 + y2,

ϕ = arctg
(y
x

)
,

z = z.

• Êîýôôèöèåíòû Ëàìý:

Hρ = 1, Hϕ = ρ, Hz = 1.

• Ãðàäèåíò â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

gradu =
∂u

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂u

∂ϕ
eϕ +

∂u

∂z
ez.

• Äèâåðãåíöèÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

divA =
1

ρ

∂ρAρ
∂ρ

+
1

ρ

∂Aϕ
∂ϕ

+
∂Az
∂z

.

• Ðîòîð â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

rotA = det


1

ρ
eρ eϕ

1

ρ
ez

∂

∂ρ

∂

∂ϕ

∂

∂z
Aρ ρAϕ Az

.
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3. Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Âíèìàíèå! Â íåêîòîðûõ ó÷åá-
íèêàõ èñïîëüçóþòñÿ ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, îòëè÷íûå îò ïðèâåäåí-
íûõ íèæå. Ìû èñïîëüçóåì óãîë θ, çíà÷åíèå êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò
âåëè÷èíå óãëà ìåæäó îñüþ Z è îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì íà÷àëî êîîð-
äèíàò è òî÷êó M . Òàêîé óãîë íàçûâàåòñÿ çåíèòíûì (îòêëîíåíèå îò
çåíèòà). Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ âìåñòî íåãî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ
óãîë π/2− θ, òàêîé óãîë íàçûâàåòñÿ øèðîòîé.

• Ñâÿçü ñôåðè÷åñêîé è äåêàðòîâîé ñ.ê.:
x = ρ sin θ cosϕ,

y = ρ sin θ sinϕ,

z = ρ cos θ.
ρ =

√
x2 + y2 + z2,

θ = arccos

(
z√

x2 + y2 + z2

)
= arctg

(√
x2 + y2

z

)
,

ϕ = arctg
(y
x

)
.

• Êîýôôèöèåíòû Ëàìý:

Hρ = 1, Hθ = ρ, Hϕ = ρ sin θ.

• Ãðàäèåíò â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

gradu =
∂u

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂u

∂θ
eθ +

1

ρ sin θ

∂u

∂qϕ
eϕ.

• Äèâåðãåíöèÿ â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

divA =
1

ρ2

∂(ρ2Aρ)

∂ρ
+

1

ρ sin θ

∂(Aθ sin θ)

∂θ
+

1

ρ sin θ

∂Aϕ
∂ϕ

.

• Ðîòîð â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

rotA = det


1

ρ2 sin θ
eρ

1

ρ2 sin θ
eθ

1

ρ
eϕ

∂

∂ρ

∂

∂θ

∂

∂ϕ
Aρ ρAθ ρ sin θAϕ

 .
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